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Ce document présente les notes d’un exposé inscrit dans le cadre d’'un
groupe de travail sur la cohomologie prismatique, définie dans I'article [BS19]
de Bhatt et Scholze. L’objectif est d’introduire la théorie des anneaux per-
fectoides et d’expliquer en quoi les prismes peuvent étre vus comme une
"déperfection" de ceux-ci.

Les références utilisées pour la premiere partie sont [Morl7] et [SW18§].
Les références utilisées pour la seconde partie sont [BS19] et [Bhal§].



Chapitre 1

Anneaux perfectoides entiers

1.1 Définition

Soit p un nombre premier. Tous les monoides et anneaux seront supposés
commutatifs.

Notation. Dans cet exposé, ® désignera toujours l'application x > xP.

Définition 1.1.1. Un anneau perfectoide entier est un anneau A muni de
la topologie w-adique pour un élément réqulier w € A et vérifiant :

— A est w-adiquement complet

— @’ |p

— &: A/w — A/w?P est un isomorphisme
Dans ce cas, w est appelé pseudo-uniformisante perfectoide de A.

Proposition 1.1.2. Un anneau A muni de la topologie w-adique pour un
élément régulier w € A et vérifiant :

— A est w-adiquement complet

— @’ |p
est un anneau perfectoide entier si et seulement si  : A/p — A/p est sur-
jectif.

Démonstration. On commence par montrer que, dans ces conditions, @ :
A/w — A/w? est toujours injectif. Soit x € A un élément dont la classe
modulo w appartient au noyau de ®. Alors, si on note |o|_ la semi-norme
engendrant la topologie de A[l/w], on a : |(z/w)?|_ < 1. On en déduit par
multiplicativité de |o|  que |z/w|_ < 1, c’est-a-dire que w | .

On suppose maintenant que A est perfectoide entier. Soit y € A. Par
surjectivité de ® : A/w — A/wP, on peut effectuer successivement des ap-
proximations wP-adiques et écrire :



y = xfh + wPal + w?Pab + o3Pk + ...
puis :
y = (zg + @wa1 + @?re + @ix3 + ...)P (mod p)

Ce qui assure la surjectivité de ® : A/p — A/p.
Dans le sens réciproque, il suffit d’utiliser @? | p. n

On en déduit facilement les deux corolaires suivants :

Corollaire 1.1.3. Si A est un anneau perfectoide entier et w € A est un
élément régqulier vérifiant :

— A est w-adiquement complet

— P ‘ P
alors ® : AJw — A/w? est un isomorphisme.
Corollaire 1.1.4. Tout anneau perfectoide entier de caractéristique p est
parfait. Réciproquement, tout anneau de caractéristique p, parfait et w-

adiquement complet avec w un élément régulier est un anneau perfectoide
entier.

Exemple 1.1.5. Z, est complet pour la topologie p-adique et vérifie bien
O : Z,/p = Zy/p est surjectif. Pour autant, Z, n'est pas perfectoide. En
effet, aucun élément w € Z, ne vérifie w? | p. Par contre, le complété Zgyd
de la cloture intégrale de Z, dans Q,((pe) est bien un anneau perfectoide
entier.

Pour les mémes raisons, 'anneau des séries formelles F,[[t]] n’est pas per-
fectoide mais le complété F,[[tY/P™]] de sa cléture intégrale dans F,((t))(t/P™)
lest.

1.2 Basculement

Proposition 1.2.1. La construction A — T&lA est un foncteur de la catégo-
@

rie des anneaux topologiques dans celle des monoides topologiques vérifiant :

— @ : limA — limA est bijectif.
| A% | A)% | A d [
— ImA =Z1limA/w si @w | p et si A est w-adiquement complet.
% o

Démonstration. Tout d’abord, si y = (vo, Y1, Y2, ...) désigne un élément de
HmA, ona ®(y) = (5, 41, ¥5. ---) = (Y5, Yo, Y1, --.)- I est donc clair que $(y) =
@

0 = y = 0 et ® est injectif. De méme, I'élément = = (y1, 42, ...) € l'glA vérifie
o

O(x) = (WF, 95, ...) = (Yo, ¥1, Y2, -..) = y et @ est donc surjectif.
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Soient @ € A vérifiant les hypotheses ci-dessus et (z,) € limA/w. Pour
®

tout n, on choisit Z,, € A un représentant de x,, € A/w. Alors, pour tout m,
on a :

Ty yme1 = Tpgm (mod @)

Dont on peut déduire :

pm+1

— p™ m+1
Tnt+m+1 = Lnim (mOd w )

Ce qui signifie que la suite (Z2,,)men est de Cauchy pour la distance co-
adique et donc converge. On note sa limite (™ et on vérifie que la suite
(™) est bien un élément de @A ainsi qu'un antécédent de (x,) pour la

o
projection canonique limA — limA/w. O
S e

On va voir a présent que ’hypothese « perfectoide » sur A permet de
munir @A d’une structure d’anneau.
@

Définition 1.2.2. Soit A un anneau perfectoide entier. On définit le basculé
de A comme la limite A’ = @A et I’application de débasculement § : A* —
o

A comme la projection sur la premiére coordonnée.

Proposition 1.2.3. Si (20, 2M 2@ ) et (y©,yM 4@ ) sont des élé-
ments de A, T}Lrgo(x(i+”) + YN egiste pour tout i et sera notée 2.

Muni de laddition donnée par (x@ 2™ 2@ ) 4 (y©@ yM 4@ ) =
(2,20 2@ ) de la multiplication terme da terme et de la topologie de
la limite projective, A° est un anneau perfectoide entier de caractéristique p.
De plus, §: A* — A est continue.

Remarque. On notera que § : A’ — A est multiplicative mais n’est généra-
lement pas additive. On notera tout de méme que § (mod p) : A — A/p est
bien un morphisme d’anneauz.

Démonstration. A’ est un anneau parfait de caractéristique p complet d’apres

la proposition 1.2.1. Donc, d’apres le corollaire 1.1.4, il suffit maintenant de

trouver un élément régulier @’ tel que la topologie de A° soit la topologie

w’-adique. Comme ® : A/w — A/w? est surjectif, on dispose d’un élément

(=, %P, ..) € l'&nA/w”, ou w désigne la classe de @ modulo @w”. Donc,
@

via I'isomorphisme de la proposition 1.2.1, on dispose d’un élément @’ €
A vérifiant (@°)* = @ (mod wP). On peut montrer que o’ vérifie bien la
propriété désirée. O



Remarque. Dans la démonstration, on construit une pseudo-uniformisante
perfectoide @’ € A vérifiant (=°)* = w (mod wP?). On notera qu’en géné-
ral, ()% # w. En effet, @ peut ne pas avoir de racines p-iémes successives.
Le probléeme peut cependant facilement étre contourné : on peut en effet dé-
montrer que w et (wb)ﬁ sont associés. En pratique, on choisira d’abord une
pseudo-uniformisante perfectoide w° de A’ puis on posera w = ()t

Remarque. Il est important de remarquer que si A est un anneau perfectoide
entier de caractéristique p alors § : A — A est un isomorphisme d’anneaux

topologiques. Dans le cas contraire, § induit tout de méme un isomorphisme
A/ — Alw.

Exemple 1.2.4. En reprenant [’exemple de la section précédente, on a :
(EZ) 2 B [[6/7]) avec (£ = pH".

1.3 Application de Fontaine

Notation. Dans la suite, si A est un anneau perfectoide entier, W(A®) sera
souvent noté Ape(A).

Théoréme 1.3.1. Si A est un anneau perfectoide entier, il existe un unique
morphisme 04 : Aj(A) — A tel que le diagramme suivant commute :

A (A) 2
Ab

De plus, 04 est surjectif et ker(04) est engendré par un seul élément régulier
de Ainf(A).

Démonstration. On pose :
0 A - Ainf(A) — A
55 lalpt = XS alp’
et on cherche a démontrer que 4 est un morphisme d’anneaux. Pour n > 0,
on notera :

phant,: W(A) — A
n n—1
(ag,ai,...) — af +pal +..+p"a,

la projection sur la m-ieme coordonnée de l'application fantéme phant :
W(A) — AN, qui est un morphisme d’anneaux. En remarquant que si a; = a/
. pnfi L

(mod p) alors p'al
commutatif :

. / n—1 ’ . .
= p'al  (mod p"*'), on peut écrire un diagramme



phant,,

W(A) A
W(zl‘l/p) - A/i"“
ctona:
0o (mod 1) o W (B3 [a] )
—voW G (mod )X [ )
=0l @ ) = ! (mod )
“0a(3 [l ) (mod 7

On vient de montrer que 4 (mod p™™!) était un morphisme d’anneaux pour
tout n > 0. On en déduit que #,4 est un morphisme d’anneaux car A est p-
adiquement complet. De plus, comme § (mod p) est surjective, 84 (mod p)
est surjective et de méme pour 04 car A et Aj¢(A) sont p-adiquement com-
plets (on peut procéder par approximations p-adiques successives).

Soit @’ une pseudo-uniformisante perfectoide de A’ et w = (=’)* la
pseudo-uniformisante perfectoide de A associée. Comme w? | p et que 04
est surjective, on dispose de z € Aj¢(A) tel que p = wPhs(z). On pose
d=1p-— {wb}pz € Aine(A). Alors d € ker(64) et est régulier. On montre
a présent que ker(f,) = (d), c’est-a-dire que 6,4 induit un isomorphisme
Aine(A)/d — A. Or, comme QA([wb}) = w, Ape(A) est [wb}—adiquement
complet et A est sans w-torsion, il suffit 7 de vérifier que 04 induit un
isomorphisme Ajt(A)/(d, [@°]) — A/w. Mais (d, [@"]) = (p, [@’]) car d = p
(mod [@’]) et ce morphisme coincide donc avec l'isomorphisme A’/” —
A/w induit par f. O

Remarque. Un élément de ker(04) est en fait un générateur si et seulement
st il est distingué pour la §-structure canonique de Ajpe(A).



Chapitre 2

Prismes parfaits

2.1 Rappels

On suppose que les résultats de cette section sont connus par le lecteur
et sont donc donnés sans démonstration.

Proposition 2.1.1. Les catégories formées des objets suivants sont équiva-
lentes :

1) §-anneaux parfaits complets pour la topologie p-adique

2) anneauzx parfaits modulo p, sans p-torsion et complets pour la topologie

p-adique

3) anneauz parfaits de caractéristique p
L’équivalence 1) — 2) est donnée par le foncteur d’oubli. L’équivalence 2)
— 3) est donnée par le quotient modulo p. L’équivalence 3) — 1) est donnée
par A — W(A).

Lemme 2.1.2. Soient A un d-anneau parfait complet pour la topologie p-
adique et d € A. Alors d est distingué si et seulement si le coefficient de p
dans le développement de Teichmiiller de d est inversible.

Lemme 2.1.3. Si (A, I) est un prisme, alors ®(I) est principal et tous ses
générateurs sont distingués.

2.2 Equivalence entre prismes et perfectoides

Lemme 2.2.1. Soit A un anneau parfait de caractéristique p dérivé f-
complet pour un élément f € A. Alors A est f-complet.

Démonstration. [Bhal8, Lecture IV, Lemma 1.1] O



Lemme 2.2.2. Soit (A, I) un prisme parfait. Alors A est complet pour la
topologie (p, I)-adique et (A, I) est borné.

Démonstration. [Bhal8, Lecture IV, Lemma 1.2] O

Notation. Si P = (A,I) est un prisme, on notera P = A/I. Si R est un
anneau perfectoide entier, on notera Pr = (Aint(R), ker(6g)).

Théoréme 2.2.3. Les foncteurs P — P et R — Pg définissent une équi-
valence de catégories entre les prismes parfaits et les anneaux perfectoides
entiers.

Démonstration. Montrons tout d’abord que ces foncteurs sont bien définis.

Soit P = (A, I) un prisme parfait. On montre que P est bien perfectoide.
Tout d’abord @ : 75/p — 75/p est bien surjectif car P est parfait. D’apres
le lemme 2.2.2, P est de p-torsion bornée. Or, P est dérivé complet pour la
topologie p-adique car P = coker(A —4 A) est le conoyau d'un morphisme de
modules dérivé complets. P est donc complet pour la topologie p-adique. Il
reste & trouver une pseudo-uniformisante perfectoide. Le lemme 2.1.3 assure
que I = (d) avec d € A distingué et la proposition 2.1.1 permet d’écrire
A = W(S) avec S un anneau parfait de caractéristique p. Sous ce dernier
isomorphisme, le lemme 2.1.2 assure que d = [ag| +pu avec ag € S et u € A*.
Soit @ = [ag/"], alors p = —u~'w? (mod d) et donc I'image de w? dans P

divise p. P est donc bien un anneau perfectoide entier.

Soit R un anneau perfectoide entier. Alors Pr est bien un prisme. En
effet, Aj,¢(R) est un d-anneau, (d) = ker(fg) définit un diviseur de Cartier
sur Spec(A,¢(R)) car il est principal, Aj,¢(R) est dérivé (p, d)-complet d’apres
le lemme 2.2.2 et p € (d, ®(d)) car d est distingué et p et d appartiennent au
radical de Jacobson de Ai,(R). De plus, Pr est parfait car Ay¢(R)/p = R
est parfait.

On montre maintenant que ces foncteurs définissent une équivalence de
catégories. Tout d’abord, on a bien Pr = R. Il reste A vérifier que P = Ps.
Tout d’abord, A/p est complet pour la topologie d-adique d’apres le lemme
2.2.1. De plus, comme A/p est parfait, & : A/(p,d) — A/(p,d) coincide
avec 'application canonique A/(p,d?) — A/(p,d) dans le sens ou on a un
diagramme commutatif :



On a donc les isomorphismes suivants :
A/p ZmA/(p,d”") = limA/(p, d)
n @
> JimP /p = P’
3

= Aie(P)/p

On en conclut que A = Aj(P) d’apres la proposition 2.1.1. Via cet isomor-
phisme, on a : 05 : A — P et donc ker(05) = I et P = Ps. O

Remarque. En particulier, si R est un anneau perfectoide entier, Pgr est
borné. On peut vérifier que Pr est cristallin si et seulement si R est de
caractéristique p.

2.3 Perfection d’un prisme

Proposition 2.3.1. Si (A, 1) est un prisme, il existe un prisme parfait
(A, I)pert universel sous (A, I).

Démonstration. [BS19, Lemma 3.8] O
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